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Capitolul 0

Una sau mai multe geometrii?

Geometria este alcituitd din propozitii si teoreme bazate pe postulate
deduse din experientd. Cele cinci postulate ale lui Euclid constituie
baza geometriei grecesti, care a dominat aceastd disciplina péna la
sfarsitul secolului al XVIII-lea. Dintre acestea, ultimul - ,printr-un
punct exterior unei drepte trece o singura paraleld la dreapta datd” -
a devenit imediat cel mai studiat si controversat, frecvent pus in dez-
batere. Dezbatere cat se poate de fructuoasa, dupa cum se va dovedi.

Spre deosebire de celelalte, al cincilea postulat nu poate fi dedus
din experienti sau demonstrat empiric. Este imposibil sd ne deplasam
in cel mai departat punct pe care ni-1 putem imagina, pentru a verifica
daci aceste linii se intersecteazi sau nu. incercirile de depdsire a
acestui impediment se intind de-a lungul istoriei de la filosoful grec
Proclo (412-485 d.Hr), trecind, printre altii, si pe la Girolamo
Saccheri (1667-1733) sau J.H. Lambert (1728-1777) si pand in seco-
lul al XVII-lea, la A.M. Legendre (1752-1833), care si-a dedicat 40 de
ani din viati pentru a incerca sd demonstreze postulatul dreptelor
paralele.

insi aceste incerciri de demonstrare a celui de-al cincilea postu-
lat au esuat de fiecare data in acelasi mod: ajungand sa foloseasca ta-
cit rezultatul pe care ar trebui sd il demonstreze. Astfel, comunitatea
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CELE CINCIPOSTULATE ALE LUI EUCLID

in jurul anulul 300 THr., Euclid scrie Elemente, cel mai vechi text cunoscut
de noi cinintreaga istorie a matematicli, dedicat integral geometriei. Aceasta
carte, cea mai puplicatda dupa Biblie, contine cele cinci postulate care, in
mod simplu si logic, dau nastere geometriel euclidiene.

Un postulat este o propozitie al cérel adevar este admis farda dovez si
care este necesaré ca baza pentru rationamente ultericare.
[ Prin oricare doud puncte se poate trasa o linie dreapta,
Il Orice segment de dreapta se poate prelungi la infinit.
. Se poate trasa un cerc cu centrul intr-un punct si cu o raza data.
V. Toate unghiurile drepte sunt egale.

matematica s-a convins ca postulatul paralelelor este cu adevarat un
postulat, independent de celelalte si ca, in consecinti, orice tentativa
de a-1 deduce din celelalte patru este sortitd esecului. Si totusi, a fost
saditd simanta unui nou inceput.

Intr-adevir, imposibilitatea de a demonstra al cincilea postulat
a devenit germenul altor geometrii coerente si posibile. Primii care
fructifica Incercdrile predecesorilor lor sunt matematicieni precum
Janos Bolyai (1802-1860), Nikolaj 1. Lobacevski (1793-1856) si
J.C. Friedrich Gauss (1777-1855), pionierii geometriei hiperbolice,
un sistem care satisface doar primele patru postulate ale geometriei
euclidiene. ,Am creat un nou univers din nimic., afirma Bolyai dupa
descoperirea sa.
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V. Cunoscut si sub numele de postulatul linillor
paralele, acest postulat a fost enuntat initial
dupa cum urmeaza. Dacéd o dreapta intersec-
teaza alte doua drepte, iar suma unghiurilor in-
terne este mai mica decat cea a doua unghiuri
drepte, atunci, daca prelungim cele doua
drepte la infinit, acestea se vor intersecta,

Exista multe enunturl echivalente cu acest din
urma postulat, insd cel mai cunoscut este poate
urméatorul: ,Printr-un punct exterior unei drepte tre-
ce o singurd paralela cu cea datd”. Aceasta echi-
valentéd a fost stabilita de John Playfair (1/48-

1819) i anul 1795, Figura 1. Cele cinci
postulate.

= S PEIRT T S e =3

Janos Bolyai era functionar al cavaleriei ungare, iar matematica
era pentru el doar un hobby, mostenit cu siguranta de la tatal sau,
matematicianul Farkas Bolyai, care il invatase pe tandrul Janos, de
doar treisprezece ani, notiuni de calcul infinitezimal si de mecanica
analitica.

Poate ci inadins influentat de catre tatdl sdu, Bolyai studiaza de
mic problema paralelelor, pdna in punctul in care ajunge obsedat de
aceasta. Cand tatil afl3 ci Janos incearcid si demonstreze al cincilea
postulat, {i trimite o scrisoare, datata 1820, in care ii cere sd renunte
la acest proiect:

Pentru numele lui Dumnezeu, te rog, renuntd. Teme-te de aceasta pasiune a
ta ca de pasiunile senzuale, pentru cd, asemeni lor, poate ajunge sd iti consu-
me tot timpul si sa te lipseascd de sdndtate, de liniste sufleteasca si de fericire

in viatd. Gaura asta neagrd ar fi capabild sd devoreze si o mie de Newtoni.

Una sau mai muite geometrii?
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Dar Bolyai ignora avertismentul tatilui. Rimane convins c3 al cin-
cilea postulat nu poate fi demonstrat plecind de la primele patru. in
1823, 1i raspunde tatdlui printr-o scrisoare:

Am hotdrat sd public un articol despre teoria paralelelor. Trebuie s3 mai
rearanjez notitele si sd il completez, dar am ficut descoperiri minunate;
m-au coplesit i nu mi-as ierta-o niciodatd daci nu le-as publica. Am

creat un univers nou din nimic...
lar tatal ii raspunde:

Daca ai ajuns intr-adevar la solutia problemei, trebuie si o publici nu-
maidecat, din doua motive: in primul rand, pentru ca ideile trec foarte
repede de la unul la altul si altcineva ti-ar putea-o lua fnainte cu publica-
rea; iar in al doilea rand, pentru c§, in mod cert, multe lucruri au un timp
al lor, in care apar concomitent prin toate partile, asa cum primavara

violetele rasar mai peste tot..,

Farkas nu se ingela. Acesta a vrut si imp3rtiseasca descoperirile
fiului sdu cu un vechi prieten, ].C. Friedrich Gauss. Se pare ci Gauss
nu vazuse aceasta pre-publicare, ci ci a citit direct opera publicati in
1832, in care Janos prezenta teoria lui intr-o anexi de 26 de pagini
dintr-o carte a tatalui sau: Tentamen juventutem studiosam in elementa
matheseos purae introenci. In aceasti anex3, tanirul Bolyai defineste
paralelele astfel:

Dacd segmentul AM nu este intersectat de segmentul BN situat in ace-
lasi plan, dar este intersectat de toate segmentele BP aflate in interiorul
unghiului ABN, atunci spunem ci segmentul BN e paralel cu segmentul
AM.1

1 Bolyai ], 1832, p. 5. Sectiunea: , The Science Absolute of Space”, in Bonola R. (1906), Non-Eucli-
dean Geometry, Dover Publications.
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Raspunsul lui Gauss nu s-a lasat agteptat. fn mai putin de o lung, ii
trimite o scrisoare dezamdgitoare, in care scrie, printre altele:

in ceea ce priveste lucrarea fiului tiu, as incepe prin a-ti spune, chiar
daci te va surprinde pe moment, ca dacd I-as lduda, ar fi ca si cum m-as
liuda singur, pentru ci intregul continut al operei sale, derularea aces-
teia si concluziile coincid aproape in intregime cu ideile mele, de care
m-am ocupat in ultimii treizeci - treizeci si cinci de ani. Acest lucru m-a

ldsat fard cuvinte...

Ne putem imagina deziluzia ambilor Bol-
yai, tati si fiu, dar mai presus de toate a celui
din urma, atunci cind au descoperit ca Gauss
deja cunostea cel putin ideile lui Janos. Dar de
ce Gauss nu a dezvoltat ideea si nu a publicat
nimic pe aceasta tema?

Aceasti lovituri l-a facut pe Bolyai sa nu
mai publice nimic niciodata. A ldsat in schimb
o mostenire de 20 000 de pagini de manuscrise
conservate la biblioteca din TArgu-Mures, in
Romania.

Din picate, Bolyai nu a aflat niciodatd de Figura 2. Janos Bolyai.
fraza scrisa de Gauss, pe 14 februarie 1832,
intr-o scrisoare adresatd lui C.L. Gerling
(1788-1864): 1l consider pe acest tindr geometru un geniu de prima

=

mana’”.

Descoperirile lui Bolyai si Gauss au fost ficute aproape simultan,
dar independent de cele ficute de N. Lobacevski. Chiar dacd acesta
din urmi are mai multe merite. Pe de o parte, a fost primul care a
realizat ci al cincilea postulat al lui Euclid nu poate fi dedus din alte
propozitii fundamentale ale matematicii si care a indraznit sd nege
,adevirul evident” al acestui postulat. Prin munca lui, demonstreaza
nu doar ci al cincilea postulat nu poate fi demonstrat, ci un lucru mult
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mai important: si anume ca din punct de vedere strict logic se pot
concepe mai multe geometrii diferite, printre care si cea clasic, a lui
Euclid.

Sigur, ideile lui Lobacevski nu au fost acceptate imediat. Astfel de
idei radicale, care se ciocnesc de prejudecitile majoritdtii oamenilor
de stiintd, nu isi fac loc In stiintd usor. Cu toate acestea, Lobacevski
le apard, convins de corectitudinea operei sale, si nu ezita sa lupte
Impotriva mentaliti{ii dominante a vremii, pe care o considera inve-
chitd si incompatibild cu progresul stiintei. S3-i aprofundam putin
povestea.

Nikolai Lobacevski s-a ndscut intr-un mic oras rus numit Nizny
Novgorod. Viata lui pare si aibd un moment de cotituri cand, la varsta
de 9 ani, intrd in cea mai prestigioasi scoali din Kazan. Aici il intal-
neste pe G.I. Kartashevski, un profesor de matematici interesat de
stiinte. Prelegerile sale sunt inspirate din operele faimosilor matema-
ticieni ai vremii si in special din cartea Eléments de géométrie de AM.
Legendre, publicatd in 1794. Textul lui Legendre si prelegerile lui
Kartashevski au o mare influent3 asupra operelor de geometrie ale
lui Lobacevski.

Anul 1808 marcheazi o alti etapa importanti in biografia lui
Lobacevski: catedra de matematici a Universitatii Kazan este incre-
dintata unui profesor german, M.F. Bartels (1769-1833), un bun ma-
tematician, prieten cu Gauss si un excelent comunicator. Se pare ca
interesul lui Lobacevski pentru problema paralelelor a fost stimulat
de participarea sa la cursurile predate de Bartels.

In 1811, Lobacevski isi obtine diploma in fizic3 si matematici si
la scurt timp dupd aceea incepe si predea la aceeasi universitate. La
nivel stiintific, el lucreazi la negarea celui de-al cincilea postulat al
lui Euclid. Versiunea lui Lobacevski este: ,Printr-un punct P care nu
se afla pe dreapta [ trece, in plan, mai mult de o dreaptd care nu inter-
secteaza dreapta I".

Una dintre lucrdrile sale principale, in care apare acest nou spirit
geometric, este Geometria din 1823. Primele cinci capitole sunt scrise
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fird a folosi In vreun fel celebrul postulat al
cincilea. Din punct de vedere istoric, acest lu-
cru este fundamental, deoarece este primul
caz al unei persoane care trateaza constient
asa-numita ,geometrie absoluta” (cea care nu
depinde de postulatul al cincilea, ci doar de
primele patru).

Lobacevski realizeazd cd mdsurarea un-
ghiurilor si segmentelor nu depinde de pos-
tulatul al cincilea, in timp ce masurarea arii-
lor este strans legata de acesta, motiv pentru  Figura 3. Nicolai .
care calculul ariilor diferitelor figuri nu este ~L-obacevski
abordat decat in partea finala a cartii. In tra-
tarea teoriei paralelelor, putem deja intrezari
citeva idei care vor fi dezvoltate In producti-
ile stiintifice ulterioare.

Plecind de la negarea celui de-al cincilea postulat, in interpreta-
rea sa proprie, Lobacevski incepe sd deducd rezultate cu intentia de a
ajunge la vreo contradictie. Surprinzitor insa, construieste de fapt un
nou sistem geometric armonios, pe care il numeste ,geometrie ima-
ginard” si pe care il numim in prezent ,geometrie hiperbolicd” sau
,geometrie Lobacevski”. Desi a fost publicat doar cativa ani mai tar-
ziu, acest text este, fira indoial3, germenul cercetdrilor sale ulterioare
in acest domeniu.

In ciuda criticilor foarte severe primite, el continua sa lucreze si sa
aprofundeze teoria paralelelor. Trei ani mai tarziu, la 11 februarie
1826, in timpul unei intilniri la Facultatea de Fizica si Matematica,
Lobacevski a prezentat un raport prin care urmarea sd cunoasca pare-
rea colegilor sii cu privire la investigatiile sale geometrice. Raportul,
intitulat Exposition succincte des principes de la géométrie avec une dé-
monstration rigoureuse du theoréme des paralleléles (1826), exprima
majoritatea ideilor sale inovatoare. Chiar dacd nu a fost publicat, i se
cunoaste continutul, deoarece trei ani mai tarziu, acelasi Lobacevski

Una sau mai multe geometrii?
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publica in revista Mesagerul din Kazan un memoriu intitulat »Despre
principiile geometriei” (1829). Complex3 si dificil de citit, aceasti lu-
crare este alcatuita din trei parti distincte. Prima se concentreazs pe
studiul geometriei absolute, mentionate mai sus (este de fapt o sin-
tezd a geometriei prezentati in 1823 in modul cel maj neatractiv, des-
pre care tocmai am vorbit). A doua parte ilustreazi continutul lucrarii
Exposition succincte..., si dedici un numar important de pagini studiu-
lui i calculului unghiului paralelismului pe care il noteaza m(a). Ulti-
ma parte a cartii este dedicatd misurarii lungimilor, ariilor sivolume-
lor, realizata prin intermediul procedeelor de integrare. Lobacevski
utilizeaza procedee de calcul laborioase si diverse, pentru a verifica
rezultatele si astfel si intireste convingerea cd geometria pe care o
construieste este corectd din punct de vedere logic.
Lobacevski scrie:

Succesul redus al incercirilor ficute dupa Euclid m-a ficut s3 banuiesc ci
adevdrul nu este continut doar in date si cd, pentru a-1 atinge, este necesar
ajutorul unor experimente ca, de exemplu, observatiile astronomice, asa

cum se procedeaza si pentru alte legi ale naturii.

In 1835, Lobacevski publicd Geometria imaginard, care a fost ur-
mata la un an de Aplicarea geometriei Imaginare la unele integrale
(1836). Cu mare perseverents, isi scrie siisi rescrie lucrérile din per-
spective diferite. E] este constient c3 scrierile sale nu sunt usor de ci-
tit. Concizia, originalitatea abordirilor, consecintele care decurg din
teoria sa si faptul ca scrie impotriva gindirii geometrice dominante
(sustinutd, printre altele, de filosoful german Immanuel Kant) duc la
scrierea unui tratat crucial: Geometrische Untersuch ungen zur Theorie
der Parallellinien (Cercetdri Geometrice asupra Teoriei Paralelelor)
(1840). Datorita acestei mici cirti scrise in limba germana, comunita-
tea matematica intra in sfirsit in contact cu ideile geometrice ale lui
Lobacevski.
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Aceastd lucrare l-a impresionat atat de
mult pe Gauss incdt, in noiembrie 1842, a
propus candidatura lui Lobacevski ca mem-
bru al Societatii Stiintifice din Géttingen, care
avea deja rangul de Academie la acea vreme.
Fard indoial3, aceastad recunoastere de catre
cel mai mare matematician viu a reprezentat
o consacrare a teoriilor sale.

Dar cum se face cd acest mare matemati-
cian, adesea considerat unul dintre initiatorii Figura 4. J.C. Friedrich
geometriei neeuclidiene, nu a l3sat nicio publi- Gauss.
catie care sd ne permitd sa 1i apreciem contri-
butiile la noua geometrie?

Stim c3 in 1798 Gauss se intoarce la Brunswick pentru a-si conti-
nua munca universitara. Singurul sau prieten dintre studenti, despre
care avem cunostintd, este Farkas Bolyai, cu care corespondeaza pe
parcursul mai multor ani.

Cu citiva ani Inainte, la Gottingen, Gauss studiase posibilitatea
existentei unei geometrii neeuclidiene, fiind convins de esecurile ten-
tativelor precedente de a demonstra postulatul paralelelor. De abia in
anul 1813 reuseste si dezvolte o geometrie de acest tip. In acel an scrie
un tratat despre dreptele paralele si, intr-o scrisoare adresata lui H.K.
Schumacher (astronom german, 1780-1850), spune:

Dupi ce m-am gindit aproape patruzeci de ani fara sa scriu nimic, m-am
hotirat si fac efortul de a pune pe hartie macar unele dintre ideile mele,

astfel incat acestea si nu dispara odata cu mine.

Principala sursa de informatii in acest sens sunt notitele sale per-
sonale si corespondenta pe care a intretinut-o pentru mai bine de
treizeci de ani cu anumiti colegi si prieteni. In aceste scrisori, fsi dis-
cuti ideile cu privire la posibilitatea dezvoltarii unei alte geometrii
decit cea euclidiana si prezinta cateva rezultate. intr-un fel, decizia

Una sau mai multe geometrii?
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sa de a nu publica are sens, deoarece tendintele universitarilor vre-
mii sunt mai degrabd conservatoare si euclidiene, iar el este seful
Observatorului Astronomic al Universititii germane din Gottingen, o
institutie de mare prestigiu. Cel mai probabil, acesta se temea sa-si
expuna ideile in public,

Intr-o scrisoare trimisi lui Taurinus (1794-1874), in 1824, de
exemplu, Gauss a cerut discretie absoluti asupra ideilor sale de geo-
metrie.

Ipoteza cd suma celor trei unghiuri ale unui triunghi este mai mici de
180° conduce la o geometrie stranie, foarte diferiti de a noastrs (eucli-
diand), dar perfect coerentd, pe care am dezvoltat-o spre satisfactia mea
depling, pentru a rezolva orice problems, cu exceptia determindrii unei
constante, care nu se poate face a priori: cu cit este mai mare constanta,
cu atdt aceastd geometrie se apropie mai mult de cea euclidiand, pani
in punctul in care coincide cu ea, atunci cind constanta este infinit de
mare. Teoremele acestei geometrii par paradoxale, chiar absurde pentru
neinitiati; dar o reflectie pe indelete arati ci acestea nu contin nimic
absolut imposibil. De exemplu, cele trei unghiuri ale unui triunghi pot
deveni oricit de mici s-ar dori, doar intinzand laturile suficient; cu toa-
te acestea, aria triunghiului nu poate depisi niciodata o limit3 definits,
indiferent cat de mult se lungesc laturile si nici micar nu o poate atinge.
Toate eforturile mele de a descoperi o contradictie, o inconsecventa in
cadrul acestei geometrii neeuclidiene au fost in zadar si singurul lucru
care se opune conceptiilor noastre este c3, daci geometria neeuclidiani
ar fi adevarata, in spatiu ar exista 0 marime liniari determinati de ea
{(dar necunoscuti pentru noi). Mi se pare cd, in ciuda vorbiriei filosofilor,
care ignord totul, stim putin sau aproape nimic despre adevirata naturi

a spatiului...
Intr-o alta scrisoare trimisi lui Bessel (1784-1846) in 1829, Gauss

isi exprima frica de reactiile pe care ideile sale despre geometrie le-ar
putea provoca, daca nu ar fi intelese corespunzitor.
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